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SOBOLEV SINFIDA OPERATOR QATNASHGAN TENGLAMALAR
UCHUN BOSHLANG‘ICH-CHEGARAVIY MASALALAR

Sarsenbaeva Gozzal Worazbay qiz1
QDU assistenti

Annotatsiya. To ‘lgin tenglamasining umumlashgan yechimi va shu tenglamaga mos Koshi
masalasi, to ‘lqin tenglamasi uchun boshlang ‘ich-chegaraviy masalaning Sobolev sinfidagi yechimi
tadqiq etildi va yangi natijalar olindi.

Boshlang ‘ich-chegaraviy masalaning umumlashgan yechimining silligligi va shuning
natijasida klassik yechiming mavjudligi va yagonaligi isbot gilindi, hamda natijalar bir nechta
teoremalar shaklida keltirildi.

Kalit so’zlar: Boshlang ‘ich-chegaraviy masala, elliptik operatorlar gatnash-gan
masalaning turlari, elliptik tipdagi masalalar, umumlashgan yechimning mavjudligi, Sobolev
fazosi, umumlashgan yechimning silligligi.

H'(G) Sobolev fazosi. Avval biz G yopiq chegaralangan sohada | marta
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lgan u (x,y,z) funksiyalarning

IIUIIJ il (D“u(x,y,z))zdxdydz}z

OS’alSI
G

norma bilan kiritilgan H'(G) normallangan fazosini garaymiz.
Bu norma bo‘yicha S (G) normallangan fazoning to‘ldirilmasi H ' (G) orqgali
belgilanadi. {u (x,y,z)}e I—~|'(§ ) ketma—ketlik H'(G_ ) fazoda fundamental ketma—

ketlik bo‘lsin, ya'ni n,m—w da |, ~u,|: - —0 bo‘lsin. Ma’lumki, H'(G)

H'(G)
fazodagi norma
‘2

L,(G)

Hu‘|2|-|~'(6): by HDau

0<|a<!

shaklida bo‘lganligi uchun |«|=0,1, ..., | bo‘lgan har bir o multiindeks uchun

{D"un} ketma—ketlik I:2 (G) fazoda fundamental ketma—ketlikdan iborat bo‘ladi.
L,(G) fazoning to‘la ekanligidan bu fazoda biz D“u, Os|a|sl orgali

belgilaydigan elementlar mavjud bo‘lib, bunda n—« da o‘rtacha ma’noda

D“u, —» D“u yaqinlashuvchi bo‘ladi. Agar « =0 bo‘lsa, u holda D“u elementga

umumlashgan xususiy hosila deb aytiladi. a = («;,a,,a;)bo‘lsin. U holda
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a‘“‘u

DU = ——m8—,
ox“oy 207

|a|: (ay a,,aq)

bo‘ladi. Bu H'(G) fazo

(U’V)H'(G) = z (Dau,Dav)

0<|a<l| L. (G)

skalyar ko‘paytmaga nisbatan Gilbert fazosidan iborat bo‘ladi.
S.L. Sobolevning joylashish haqidagi quyidagi teoremasi o‘rinlidir.
1—teorema (S.L. Sobolev teoremasi). G = R® bir bog ‘lamli chegara-langan
soha bo ‘lib, uning chegarasi 6G esa | Marta uzluksiz differensiallanuvchi bo ‘Isin,
bunda I >2. Uholda H'(G) fazo c'"?(G) fazoda joylashgan bo ‘ladi.
Har bir se N son
H s(Q):{f € L,(Q), D f € L,(Q), |a|< s}

tenglik bilan aniqlangan fazo bo‘ladi, bunda D“f tagsimot bo‘lib, f tagsimotni
differensiallash natijasida hosil gilingan. Bu fazoda f va g elementlarning skalyar
ko‘paytmasi

(f.9);=[> D“f(x)D“g(x)dx

alafzs
formula orgali aniglanadi.

Umumlashgan funksiyalarning silligligi. Umumlashgan yechimning
silligligini o‘rganilishida birinchi va ikkinchi ((2.2.5) o =0 chegaraviy shartlarda)
aralash masalalar uchun (2.2.1) to‘lgin tenglamasining ((2.2.1) da k=1, a=0)
xususiy tenglama holatini garash bilan cheklanamiz, tenglama va o funksiyalarining
koeffitsientlarining silligligi ham umumiy holatda xuddi shunday natijalar ushbu
usul bilan o‘rnatiladi. [10]

Avytaylik, u(x,t) - to‘lgin tenglamasi uchun birinchi va ikkinchi aralash

masalaning umumlashgan yechimi bo‘lsin

Utt—AU= f(X’t)i (1)
U, =20, ul_,=w X)), 2

va yoki ikkinchi aralash masalada
u| L), (3)
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(1)—(3) va (1), (2), (4) masalalari umumlashgan (yagona) yechimga ega, agar
0
v e, (D), fel,(Q;) bo‘lsa, ¢ funksiya bo‘lsa, birinchi masalada H*(D,) fazoga

yoki ikkinchi masalada H'(D) fazoga tegishli. Bundan u(x,t) umumlashgan
yechimlarning har biri H*(Q,) da quyidagi gatorga keltiriladi
u(x,t) => U, (t)v, (x) (5)

k=1
bunda

U, (t) =9, cos —/lkt+\/wk_sin«/—/’tkt+
_lk
t
1
+fj f, (r)siny—-4, (t—r)dz, k=12,... (6)
_ﬁk ’

(ikkinchi aralash masalada
t

U,(t) =, +ty, + j(t -7)f (z)dg=
0

Vi
JlanOL¢1c03x/_t+\/_sm\/_t+\/_J'f(r)sm

Py = (¢,Vk)LZ(D), Vi = (V/’Vk)LZ(D) 1

ﬁ(t—r)j)

f (1) = j f (x,t)v, (x)dx, k=12,...., (7)
D!

Vy,V,,...Va 4, 4,,... lar umumlashgan o°ziga funksiyalar va mos o‘ziga xos birinchi
((1) — (3) masalalarga garalsa) yoki ikkinchi ((1), (2), (4) masalalarga qaralsa)
giymatlar ketma-ketligi D da Laplas operatori uchun chegaraviy masala ( birinchi

chegaraviy masalada barcha k =1,2,... larda 2, < 0, ikkinchi chegaraviy masalalarda

k=2,3,..0da4 <0va4 =0,chunki, v, = const :1/1/|D|).

S

Aytaylik, ba’zi s>1 da D sohasining oD chegarasi C° sinfiga tegishli. U
holda, Laplas operator uchun birinchi va ikkinchi chegaraviy masalaning v, (x),
k=1,2,... o‘ziga xos funksiyalari mos HJ (D) va H (D) fazolariga tegishli, ya’ni
H*(D) ga tegishli va 6D da birinchi chegaraviy masala uchun quyidagi chegaraviy
shartlarni ganoatlantiradi
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[s-1]

vk| = .:ALTJ

. L S = 2
oD ob

ikkinchi chegaraviy masalada s > 1 da quyidagi chegaraviy shartlar bilan

) e
=2 alzly
on |55 on

oV
2k =0, k=12,..

ob

k

Eslatib o‘tamiz H 1N (D)=H'(D).
Aytaylik, (1)-(3) birinchi aralash masalalarda ¢ ¢ HJ (D), w e H (D), f
bo‘lsa H°*(Q,) fazoning H '(Q;) gismfazosiga tegishli s>1 da barcha

f e H*'(Q;) funksiyalardan tashkil topgan, ba’zi

[s]

ALZJ& f

f =0.

T

j—

Bunda s =1, H 3 (Qr) = Hp(Qr) = L,(Qr).
(1), (2), (4) ikkinchi aralash masalada ¢ € Hy (D), w € H, *(D)deb, f bo‘lsa

r

H(Q,) fazoning H:"(Q,) gismfazosiga tegishli s>2 da barcha f e H**(Q;)
funksiyalardan tashkil topgan, ba’zi

of o S
AV EEE | P
on|p on
FT
bunda s=2 da HSHQ, ) = HY (Q) =HY(Q;), s=1 da

H Q) = H (@) = L,(Q) -

2-teorema. Aytaylik, ba’zi s>1 da oD eC® va (1)-(3) birinchi aralash
masalalarda ¢ < HS (D), w e HSH(D), feH3 (Q;), (1), (2), (4) ikkinchi aralash
masalalarda bo‘lsa ¢ e HY (D), w e HY (D), fe I-|§,_1(QT) bo ‘Isin. U holda (35)
gator H°(D,) da u(x,t) umumlashgan yechimga te[0,T] bo Yyicha tegis
yaqginlashadi. Bundan tashqari, ixtiyoriy p =1,...,s uchun (5) qatordan t bo ‘yicha
p-marta hadlarida differensiallanuvchi, H®*"(D,) da te[0,T] bo‘yvicha tegis

yaqinlashuvchi gator hosil bo ‘ladi va barcha t € [0,T] uchun quyidagi tenglik o ‘rinli
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2

o P

— (U t
Zat (U (v, (1)

<

2

p=

H*"(D,)
<C Il o Wl I hiy) - ®

1-xulosa. Aytaylik ba’zi s>1 da éDeC® va (1)-(3) birinchi aralash
masalalarda ¢ € HS (D), w e HS(D), feH>Q,), (1), (2), (4) ikkinchi aralash
masalalarda bo‘lsa ¢eH (D), weH ' (D), fe I—]il_l(QT). U holda bu
masalalardan har birining umumlashgan yechimi H°(Q,) ga tegishli va (5) gator
H *(Q,) da unga yaginlashadi.

1-lemma. Agar f e H%(Q;), q>0 va g e L,(D) bolsa, u holda funksiya

M0=If(mngumx

D

H%(0,T) ga tegishli va quyidagi tenglik o ‘rinli
a°h(t)
otP

jaf(xw (x)dx, 0<p<q.

2-lemma. Agar ba’zi s >1 da (1)-(3) birinchi aralash masalalarda oD < Cc*® va
peHI(D), weHIY D), feHS'Q,) yoki (1), (2), (4) ikkinchi aralash

masalalarda ¢ e H (D) w eHY'(D), fe H HQp)  bo‘lsa, u holda ixtiyoriy

> (a°U, (t) ) < il |
P55 2| otP | |/1"| gator t € [0,T | bo yicha tekis yaqinlashuvchi, va
k=1\
” (6°U m\ .
217 7 20l Wy 1) ©

bunda C >0 fagat Q,; ga bog ‘lig o ‘zgarmas.

2-xulosa. Aytaylik, oD eC? va feH'(Q;) bo‘lsin, (1)-(3) masalalarda
Qe Hé(D), v e HlD(D) va, (1), (2), (4) masalalarda bo‘lsa ¢ < H,fl(D) :
v e HL(D) bo‘lsin. U holda p=0,1,2 uchun p-marta t bo‘yicha hadlarida
differensiallanuvchi (5) gatordan H?*"(D,) da te [0,T] bo'yicha tekis
yaqginlashuvchi gator olinadi va (5) gatordagi u(x,t) yig ‘indi (1)-(3) yoki (1), (2), (4)
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masalalarning mos deyarli hamma joydagi yechimi bo ‘ladi. Bundan barcha t [0,T |

uchun s = 2 da (8) tengsizlik o ‘rinli.
|—E—|+3
3-teorema. Aytaylik oD e (:LZJ bo‘lsin, va (1)-(3) masalalarda

— [l — 42 ~rﬂj+2
¢ eH EZJ (D), y e H ,LDZJ (D), feH EzJ (Q;) va (1), (2), (4) masalalarda bo Isa
Fﬂj+3 |—n—|+2 Nrﬂj+2 a
Qe H,LIZJ (D), weH,L,ZJ (D), f eH,L“2J (Q;) boIsin. U holda (5) qator C*(Q;)
da yaginlashuvchi va uning u(x,t) yig'indisi mos qoyilgan masalaning klassik

yechimi bo ‘ladi. Bunda quyidagi tengsizlik o ‘rinli

”u c’(Q,) =C (”go”Hle(D) + ”l// ”HH”’(D) + ” f ”HHW(QT))' p=0,12. (10)

Sobolev sinfida juft tartibli elliptik tenglamalar uchun chegaraviy
masalaning umumlashgan yechimining silligligi.
G < R" n - o‘lchovli chegaralangan sohada

Lu =(—A)mu+a(x)u = f(x),xeG (11)

juft tartibli elliptik tenglama berilgan, bunda koeffitsientlari haqiygiy giymatga ega

va barcha xeG uchun a(x)eC(G),a(x)=0 shartini ganoatlantiradi. Umuman

olganda tenglamaning u(x) yechimi va f(x) ozod hadi kompleks giymatga ega

bo‘lishi mumkin.
[2m-1]

Agar cz’“(G)ﬂCL 2 J(c?) sinfdagi u(x) funksiya G da (11) tenglamani va

oG chegarasida
[2m-1]

ou 8L 2 Ju
=0, =p,., Y =0 (12)
on [2m-1]
xe0G L 5 J
on
XxeoG

shartlarini ganaotlantirsa, u holda bu u(x) funksiya (11) tenglama uchun Dirixle

u
xeoG

masalasining klassik yechimi deyiladi. Agar c?™(G)(\c?™%(G) sinfdagi u(x)
funksiya G da (11) tenglamani va oG chegarasida
[2m-1]
8L 7 Ju
[2m-17
8nL &

= 0. (13)

xeoG
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chegaraviy shartlarini ganoatlantiruvchi u(x) funksiya G sohada (11) tenglama
uchun Rike masalalarining klassik yechimi deyiladi.
k >1 uchun H*(G) fazoning
[k-1]
au szl

XEaG_O'an =0,...,
xeoG

= 0. (14)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi barcha f  funksaiyalaridan tuzilgan

gismfazosini H “(G) deb belgilaymiz.

k >1 uchun H*(G) fazoning

u|XeaG = O,Au|XEaG —if ALTJU &\ (15)

xedG

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi barcha f funksaiyalaridan tuzilgan

gismfazosini H £ (G) deb belgilaymiz.

f e L,(G) bo‘lsin. |f)| "(G) fazoga tegishli va barcha v e |3 "(G) da

m! o"u oMV

: dx,...dx_ =
J‘Gm+§;‘n =m mll""'mn! 8Xm1- .axmn axml. ,axmn J 5
kM = i O " - L
= jG fvdx,...dx, (16)

integral aniyatini ganoatlantiruvchi u funksiyani (11), (12) Dirixle masalasining
umumlashgan yechimi deb ataymiz. H [ (G) ga tegishli, barcha ve H] (G) da
(3.3.16) integral aniyatini ganoatlantiruvchi u funksiyasini (11), (13) Rike
masalasining umumlashgan yechimi deb ataymiz.

Quyidagi teorema o‘rinli.

A-teorema.oG e C™ bo Isin. Agar C*™(G) sinfga tegishli u(x) (11), (12)
masalaning (mos ravishda (11), (13) masalaning) klassik yechimi bo ‘Isa, u holda bu
u(x) funksiya ushbu masalalarning umumlashgan yechimi bo ‘ladi.

(12) shartli va (mos ravishda (13) shartli)
Lu :(—A)mu+a(x)u,XGG (17)
operator uchun umumlashgan xos funksiyalarini aniglash mumkin.
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5-teorema. oG e C"™ bo‘lsin. Agaru(x)e H® bo‘lib, s> 2m +2 bo ‘Iganida

(12) shartli (mos ravishda (13) shartli)
Lu :(—A)mu+a(x)u,XEG (18)

operator uchun umumlashgan xos funksiyasi klassik xos funksiya bo ‘ladi.
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