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Annotatsiya: Mazkur magolada integrallash va ularga doir misollar yechish usullari
hagida so‘z yuritiladi.

Kalit so‘zlar: diferensiallanuvchi funksiya, integral, bo‘laklab integrallash formulasi,
ratsional kasrlarni integrallash, integrallar jadvali, yangi o‘zgaruvchi, o‘rniga qo‘yish

Integrallash ham matematikaning asosiy tushunchalaridan bo‘lib, matematika
va fizikada egri chiziq uzunligi va qattiq jismning hajmini topish kabi masalalarda
qo‘llaniladi. Integrallashda quyidagi usullardan ko‘proq foydalaniladi:
1) Bevosita integrallash;

2) Bo‘laklab integrallsh;

3) O‘rniga qo‘yish(belgilash);
4)Trigonometrik integrallarni topish;
5)Ratsional kasrlarni integrallsh...

Ularning har biriga atroflicha to‘xtalib o‘tamiz...

Bevosita integrallash usuli

Bevosita integrallash usulida integral ostidagi funksiyani formulalar yordamida
almashtirish hamda anigmas integralning asosiy xossalari va integrallar jadvalidan
foydalanib integral topiladi.

Quyida bir misolning yechilishi billan tanishamiz.
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Bo‘laklab integrallsh usuli.

Quyida e’tiboringizga bo‘laklab integrallash usuli haqida ma’lumot berib o‘tamiz.
Bizga ikkita diferensiallanuvchi u(x) va v(x) funksiyalar berilgan .bo‘lsin. Bu

funksiyalar ko‘paytmasi (uv) ning differensialini topaylik.

d(uv)=udv+vdu

Buni ikki tomonini hadma-had integrallab quyidagini topamiz:

uv = judv + Ivdu yoki judv =uv — Iva’u (1)
Oxirgi topilgan ifoda bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.

Bu formulani qo‘llab integral hisoblaganda I”d" yoki _[Vd”

ko‘rinishdagi integralga keltiriladi.

Integral ostida u=Inx funksiya, yoki ikkita funksiyaning ko‘paytmasi, hamda
teskari trigonometrik funksiyalar qatnashgan bo‘lsa,bunda bo‘laklab integrallash
formulasi qo‘llaniladi. Anigmas integralni hisoblaganda topilgan natija yoniga
o‘zgarmas (C=const) ni qo‘shib qo‘yish shart. Aks holda integralning bitta qiymati
topilib, qolganlari tashlab yuborilgan bo‘ladi. Bu esa integrallashda xatolikka yo°‘l
qo‘yilgan deb hisoblanadi.

Quyidagi masalani ko‘rib chigamiz:

IXW ctgxdx nj hisoblang. Bo‘laklab integrallash usuliga asosan,

dx 5
u=arctgx dv=xdx du= 5 v=_[xdx=x /2
I+ x
(bunda C=0 deb olindi)
(1) formulani qo‘llaymiz
x2 x2

tgxdx = —arcigx — | ————d
Ixarc gxdx 5 arctgx ‘[2(1+x2) x *)

2

x
I S dx
I+ x

ni alohida hisoblaymiz
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buni (*)ga qo‘yamiz.
2 2

X x 1 X x"+1
I xarctgxdx = ? arctgx - E+ Earctgx +C=- E+ arctgx +C

2
[(Bx° + 4x —3)dx = [3x°dx + [4xdx- [3dx =3[x>dx+4[ xdx — 3 [ dx=3

x®  4x? 1
? +T —3X+C:E x6 +2x2 '3X+C

O‘rniga qo‘yish (belgilab olish)
Bu metod asosiy usul sanaladi.Agar integralni bevosita topib bo‘lmasa, Ya’ni u

jadvaliy bo‘lmasa o‘rniga qo‘yish usuliga murojaat gilinadi. 1= L(x)dx integralni
topish  talab qilinayotgan bo‘lsin.x=¢(t) kabi  belgilash  kiritamiz.  @(t)
differensiallanuvchi funksiya.Quyidagi qoidaga ega bo‘lamiz:

Agar [ L(x)dx=F(x)*+C (a) bo‘lsa, [ f[o(t)]e'(t)dt= F(@(t))+C (1) bo‘ladi.
d[F(x)]=L(x)dx. U holda differensiallsh formulasining invariantligiga ko‘ra:
d{F[@(®)}=LIp(6)1d@(t)=LIg(£)]*@’(t)*dt Bu tenglikdan (1)
ning to‘g‘riligi kelib chigadi. Bu teorema quyidagi ikkita o‘rniga quyish usuliga asos
bo‘ladi:x=¢(t) belgilash, U holda [ feodx=[ flo(®)]-¢’ (t)dt.
Bu integral topilgach,0‘ng tomondagi t o‘rniga eski x o‘zgaruvchining qiymati
qo‘yiladi.
2)o(x)=t deb belgilash.U holda [ f[@(x)]-@’(x) = [ f(t)dt. Bu integral topilgach,t
o‘rniga ¢ (x) qo‘yiladi.

Inx =+t d(Inx) = dr, )

5

= 1 :J‘f4df:r—+c:hl s

x |(Inx)'dx=dr.—dx=dr 5 x
x

[ (o)’ +e
Trigonometrik funksiyalarning integrallari

Trigonometrik funktsiyalarning ko'paytmasini ularning yig'indisiga aylantirish uchun
formulalardan foydalanamiz:

sin a cos b = Y(sin(a+b)+sin(a-b))

cos a cos b = Y5(cos(a+b)+cos(a-b))

sin a sin b = %(cos(a-b)-cos(a+b))

[ cos 4 X sin 3 xdx integralini hisoblang.
Cos(x)=t almashtirishni gilamiz. U holda [ cos 4 x sin 3 xdx
T 5 7 5
=—Ir4(1—32)d:=L—L+C= AR
= R 7 5
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2. Integralni hisoblang.
Sin x=t almashtirishni hosil gilib, olamiz

=—1 +1+C’.

Fein® x sin X
Ratsional kasrlarni integrallash
Surat va maxraji:
P(x)=a,x"+a,_1x" 1+, ... tax+tag
Q(X)=bypX™+byy_1 x™ 1+ +bxtby

Ko‘phadlardan iborat % kasrga ratsional kasr deyiladi. Agar n<m bo‘lsa, bu oddiy

kasr bo‘ladi.n>m bo‘lganda esa, u noto‘g‘ri kasr bo‘ladi.
P (x)

n

Ikkita ko‘phadning nisbati ratsional kasr deyiladi. 9, (x)  Bunda n<m bo‘lsa
ratsional kasr to‘g‘ri ratsional kasr deyiladi, n>m bo‘lsa, ratsional kasr noto‘g‘ri
ratsional kasr deyiladi. Bunday kasr suratini maxrajiga bo‘lish bilan butun va kasr
gismlarga ajratiladi. Bundagi kasr to‘g‘ri kasr bo‘ladi. Agar ratsional kasrda maxraj

ya’'ni Q,(x) | bo‘lsa, kasr butun ratsional funksiyaga aylanadi. Buni integrallash
yuqorida ko‘rib o‘tilgan.

Endi to‘g‘ri ratsional kasrni integrallashni ko‘rib o‘tamiz. Avval oddiy ratsional
kasrlarni integrallashni ko‘ramiz. Umumiy holda ratsional kasr oddiy kasrlarga
ajratilib, so‘ngra integrallanadi. Oddiy ratsional kasrlar (ba’zan elementar kasrlar deb
ham yuritiladi) qo‘yidagi ko‘rinishda bo‘ladi.

A A
1. 2.

x—a (x—a)*

bu yerda k=2 butun musbat son.

Ax + B 2

= .
X T PX¥* 4 Maxrajni ildizi kompleks sonlardan iborat, ya’ni

Ax + B
4.— . k=2
(x"+ px+gq)

bo‘lgan butun musbat son.
(1)-(4) ko‘rinishdagi kasrlar eng sodda ratsional kasrlardir.
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n>m bo‘lganda P(x) ni Q(x) ga bo‘lib, uni hamma vaqt oddiy kasrga keltirish
mumkin.Ana shunday kasrlar qatnashgan anigmas integrallarning ayrim muhim
xususiy hollarini garab chigamiz.

4x3-19 4x3-19 _ A
Masalan, f o0 Bu holda T +
B C, D _A(x-5)+Bx(x—5)+Cx*(x—5)+Dx3_
X2 x x-5 x3(x—5)
3 _ 2 _ _
B ;2"5;(“ SDx54  A=19/5;B=1/5;C=19/125;D=491/125 shunday
191 L1901, 191 481 1
qilib, f _f( 25 2 izs w125 w5 I
C+D=4
B-5C=0
A-5B=0
5A=19

Endi shu kasrlarni integrallashni ko‘raylik.

L[

2J'(X "y dx_AJ'(x—a) d(x-a)=

dx = Aln|x —a|+C (C = const)
X—a

(X_a)—k+1 A
=A——+C = kl+C
“k+1 L-k)(x-a)*

k. IVER
, 25+ p)+ (B~ 2)

Ax + B 2x +
3._[ 5 dxzj 2 =—j i dx +
X +px+q X +px+q X +px+q
Ap dx ’—x2+px+q:t dt |
+(B-)[ _ [—=mjtC
2 x4+ px+gq (2x + p)dx = dt t _
_ A Ap dx
—In | x>+ px+q|+(B- )I - - =
2 2 (X+p/2)"+(q—p°/4)
A ) 2B — Ap 2X+p
=—In | X"+ px+q|+ arct ———=+0C

\4q-p° \a4q-p’

i
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Ax + B

Al2(2x+ p)+B - Ap/2)
dx

(x> + px +q)"

4.j dx =J'

(x> + px +q)"

gj. 2x+ p dx+(B—Apj dx

(x2+px+q)k 2 (x2+px+q)k'

3x> + 8

| == |
x"+4x" +4x  hjsoblansin.

Yechish. Integral ostidagi kasrning maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz.
X3H+AXPHAX=X(XP+AX+4) =X (X +2)?
Endi berilgan kasrni (*) dan foydalanib, elementar kasrlarga yoyamiz:

3x° +8 A B C

= +
X(X+2)° x x+2 (x+2)° (%)

buni har ikki tomonini x(x+2)? ga ko‘paytiramiz.
3x2+8=A(X+2)?+Bx(x+2)+Cx=(A+B)x>+(4A+2B+C)x+4A

Endi x ni bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarini tenglashtirib, tenglamalar
sistemasini tuzamiz:

( A+ B =3
44+2B+C=0
[ 44 =28
Bu sistemani yechib, A=2, B=1, C=-10 larni topamiz. So‘ngra bularni (**) ga
qo‘yamiz.
3x°+8 2 1 10

2T T 2

x(x+2) X x+2 (x+2)

Buni ikki tomonini dx ga ko‘paytirib, keyin integrallaymiz:
3x° +8 1 10

Ix3+4x2+4x X+2 (x+2)°

ldx =

dx =I[£+
X

= ZJdTX+.[xdj2 —10[(x+2) "d(x+2)=

=2In|x|+In|x+2|+10/(x+2)+C
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dx
Misol 2. xt+x hisoblansin.

Yechish. Berilgan kasrni elementar kasrlarga ajratamiz. Buning uchun maxrajdagi
ko‘phadni ko‘paytuvchilarga ajratamiz
XHx=xX(x3+1)=x(x+1) (x?-x+1)

x> +4x> —2x+1 A B Cx + D

4 =+ +
x + x X x +1 x  —x+1

X3+4x2-2x+1=A(x3+1)+Bx(x?-x+1)+(Cx+D)(x?+x)=
=(A+B+C)x3+(C+D-B)x*+(B+D)x+A

Endi x larning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirish bilan
noma’lum A, B, C, D larni aniglash uchun qo‘yidagi 4 ta tenglamani hosil gilamiz,
hamda bu tenglamalar sistemasini yechib, A, B, C, D noma’lumlarni aniglaymiz:

J.x3+4x2—2x+1

(A +B+C =1 A4 =1
JC+D—B=4 B = -2
| B+ D= -2 C =2
L A =1 D =0

Topilganlarni noma’lumlar o‘rniga qo‘yib kasrni elementar kasrlar orqali ifodasini

yozamiz:
x® +4x> —2x+1 1 2 2x

4 = + 2

x + x x x + 1 x~ —x+1

endi buni integrallaymiz.

x> +4x? —2x+1 dx dx xdx
J = dx = o — 2 2f —5———— =

I x* + x x “- x “- x+1+ I x> —x+1

=In|x|-2In|x+1[+2J,
J; integralda x?-x+1 dan to‘la kvadrat ajratamiz:
X2-x+1=(x-1/2)?+3/4 Bunda x-1/2=t dx=dt deb olamiz. U holda J; qo‘yidagicha

hisoblanadi.
(¢t +1/2)dt 1 2¢dt 1 dt 1 )
J = ———+ | ——= —1In(¢t> +3/4) +
! It2+3/4 2It2+3/4 2jz2+3/4 2 ( )
1 2¢ 1 1 2x — 1

+ farctgﬁ = zln(x2 —x+ 1)+ \/garcth

Natijada J integral qo‘yidagicha aniglanadi:
|x|(x2—x+1) 2 2x —1

= 1In i) +\/§arcth+C

f (x> — 3)dx
Miso 1.3. * +10x” + 25 hjsoblansin.

®

i
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Yechish. Maxrajni ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
x* +10x° + 25 = (x> +5)°
x* -3 Ax+B Cx+D
X' +10x2+25 x*+5 +(x2+5)2
x°—3=(Ax+B)(x*+5)+Cx+D =Ax"+Bx’+(5A+C)x+ (5B + D)
[ A=1 A=1
B=0 B=0
| 5A+C =0 C=-5
58+D=-3D =-3

x° -3 X 5X + 3
x'+10x°+25 x’+5 (x’+5)°

Buni integrallaymiz:
3
X" -3 xadx xadx dx
\] = dX = = _3 . - S
I x* +10x° + 25 J.x2+5 '[(x2+5)2 J‘(x2+5)2
—

g I J3

xdx 1. 2xdx 1.d(x*+5) 1
J1=.[ 2 :_.[ 2 =—j¥=—ln(x2+5)
X“+5 27 x"+5 2 X" +5 2
1 (x> +5)" 1
Jz=j—2 2=—j(x +5)72d(x® +5) == = — ==
(x” +5) 2 -1 2(x" +5)

Js integralda o‘zgaruvchini almashtiramiz:
x = /5tgz dx = /5 sec

dx 5 sec ? zdz 1 ,
J. = = = cos “ zdz =
: J (x?+5)° '[ 25sec ! z 5\/5'[

1 1 1 x x5
=——| (1+cos 2z)dz = (z+ —sin 2z) = ——=(arctg —=+ ——).
1075 o 105 % 5 s

Berilgan integral qo‘yidagiga teng bo‘ladi:

1 ) 5 X x\/g
J=—In(x"+5)+ - (arctg +—F—)+C=
2 2(x? +5) 1oJ_ J5  x+5
= ZIn( x> +5)+ 25 — 3x arctg
10(x? + 5) 10J_ J_

Integrallash usullari hagida ko‘plab gapirish mumkin.Mazkur maqolada ularning

N
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ba’zilari hagida so‘z yuritdik...
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